Komplexe Zahlen:

- Um bei einem Bruch den Nenner i-frei zu bekommen, einfach den Bruch komplex-konjugiert
erweitern.

— Bei einer Wurzel sollte der Radiant auf die Form (x-+Bi)> gebracht werden

- Bei der Nullstellenberechnung miissen Real- und Imagnidrteil gleichzeitig 0 sein. Zuerst
Nullstelle des einen berechnen, dann fiir jede Nullstelle die Nullstellen des anderen berechnen.

- Komplex-konjugiert: v=a+bi,v=a—bi

- PP=vy

LR-Zerlegung:

a.
- I, =— Wobei im n-ten Schritt die ersten n-1 Zeilen und Spalten nicht beachtet werden
4

- Vorwirtseinsetzen: Ly = b und Riickwirtseinsetzen: Rx =y

- det(A)=sgn(IT)-det(R)=sgn(IT H T
- Bei Pivotisierung;: komplette Zeile tauschen, nachher gilt LRx =b'=Pb

—  Voraussetzung fiir Zerlegung: A ist diagonaldominant, la; J|<la; | und det(A)#0
J=1,j#i
- Bei einer Nullspalte (dh, das Pivotelemt ist 0) einfach den Schritt iiberspringen. Matrix ist
singular - Ly = b ist eindeutig, Rx =y ergibt einen Widerspruch oder Abhingigkeit
- det (A)=0 gdw.0ist Eigenwert von A
1
- Komplexitit von 0(5 n)

- Bei s.p.d.-Matrizen und nichtsinguldren,diagonaldominanten Matrizen keine Pivotisierung notig

Normen:

Vektor:

n
- |ix],=_|x,| istdie Summe der Betrige der Elemente
i=1

- l|x|l..=max|x,| ist das betragsmaBig grofte Element
i=1

= b=y 2
i=1

Matrix:

n
- || All,=max Z |a, ;| ist das Maximum der Spaltensummen
J

- | All..=max Z |, ;| ist das Maximum der Zeilensummen

- JAIL=VA,( A A) Spektralnorm, fiir s.p.d. Matrizen: ||Al|,=A,,.(A)
- llA-Bli=||AllliB]



Kondition einer Matrix: MaB fiir die Abhingigkeit von Stérungen, K (A)=|lA""|||| Al

X

relative Kondition: K, ,(f,x )=‘ f(x )‘
v A VI

[l —x|| _ K(A) ,(||AA||+||Ab||)
Relativer Fehler: | x| laAl, -~ AL |2l

Absoluter Fehler: ||x||berechnen,||A x||<rel.Fehler-||x||

K-(r,+r,)
ir 7, K(A)<1l gilt: <4 v r <K(A)r
Fir 7,K(A) gilt: 7, 1—(r, K) (A)r,
R
Ax=b,A=L+D+R= D
L

Gesamtschrittverfahren (Jakobi-Verfahren): Dx""+ (L+R) x=b
Einzelschrittverfahren (Gauss-Seidel-Verfahren): (D+L)x"+Rx'"=p
Gleichungen aufstellen, dann mit dem Startvektor den Folgevektor ausrechnen, usw.

n
a.
. . . k
Zeilensummenkriterium: max Y, |—%<I
I<isnp=1k= @i

n
a.
. . Kk
Spaltensummenkriterium: max ), |—%|<1
I<k<ni=1zk Qi k

Sind ZSK oder SSK erfiillt, so konvergieren Einzel- und Gesamtschrittverfahren
Einzelschrittverfahren konvergiert auch bei s.p.d. Matrizen

GSV konvergiert, wenn Spektralradius = A, |D '(—~L—R)]<1 gilt

ESV konvergiert, wenn Spektralradius = A, [(D+L)"-(—=R)]<1 gilt

Banach'scher Fixpunktsatz:
1. Intervall abgeschlossen

2. fist selbstabbildend: f: 1 - I, f'(x)#0Vxel
3. Kontraktion: laut Mittelwertsatz gil: Lipschitzkonstante L:”zgf |/ (x)l<1

Sind alle 3 Punkte erfiillt, so besitzt I genau einen Fixpunkt und fiir jeden Startwert x aus |
konvergiert die Folge gegen den Fixpunkt.

Definition Fixpunkt: Fixpunkt ist ein Punkt eines Graphen, fiir den f(x) = x gilt.

Nullstellenproblem — Fixpunktproblem: wandle f(x)=0 um in g(x)=x , g(x) muss ein x enthalten
Fixpunktproblem — Nullstellenproblem: wandle g(x)=x um in f(x)=0, g(x) muss ein x enthalten

Fixpunktiteration: x"*'=/(x*),x,€I lineare Konvergenz

(1-L
. o L" " 10gM :
a-priori: ||xn—x||s1 L||x1—x0|| , also hochstens ||x;—x,|| | Iterationen
_ n=| 121~ Xoll
log L

a-posteriori: ||x,—X|[/< [P |

1-L



Newton-Iteration:
quadratische Konvergenz bei einfacher Nullstelle, keine 100%ige Konvergenz

o S

n+1 n fy(x)

Fiir Systeme:

Jakobi-Matrix: (DF)(x,y)= (

[a—

Term 1 nach x abgeleitet Term 1 nach y abgeleitet
Term2nach x abgeleitet Term2nach y abgeleitet

2. Lose (DF)(x™,y'")-s"=—f(x" y")  also s bestimmen
3. xml=xm g
4. Zum Schluss (nach der letzten Iteration) noch f(x) mit dem letzten x berechnen

Beim vereinfachten Newton ersetze (DF)(x"™, ") aus Schritt 2 durch (DF)(x'”, y'?)
Das vereinfachte Newton-Verfahren konvergiert linear.

Polynominterpolation:
Ein Polynom n-ten Grades wird eindeutig durch n+1 Stiitzstellen bestimmt
Interpolationsfehler:

i Stiitzstellen, bilde die i-te Ableitung von f. Ist f'(x) < 0 (fallend) oder f'(x) > 0 (steigend) fir alle x
aus I, so ist f streng monoton fallend/steigend. f”(x) hat dann sein Maximum am Rand von .

Nun gilt: max| P(flx, ..., x) ()= £ ()| < maxhw ()l max Lo y0=T T (x-x)

i! =1

Aitken-Neville-Schema:
P, = f(x,), x; sind durchlaufend. Umbenennen , wenn nicht.
p =P +* (p P )
ikT T i k-1 X;—Xi_x i-1,k—1 i,k—1

Lagrange-Schema:

n

Pn(x):g)fi'li(x) mit [(x)= H

k=0,k#i X;— Xy

x_xk

Newton-Schema:
P(flxg...x,)=f i+ (x=x0) f1+(x=x0)(x=2x,)- f, +... mit

X1 /1

T atl

x| £ .f.%:fz .f.%:f;'

N P I N R/



lineares Ausgleichsproblem:
1. Matrix A aufstellen:
- 1. Spalte a-Term, abhéngig von t;,ohne o
- 2. Spalte B-Term, abhéngig von t;, ohne 3

o
f B

QR-Zerlegung:

2
Householder: Aufwand: O( 3 )
1. vy=a,+sgn(a,)llall, e, a, bzw e, bezeichnet die erste Spalte der Matrix A bzw I
2. m=vill;

Nt SN

1
2
4. b'=b—"v,;(v;b)
n
5. von A’ erste Zeile und Spalte streichen, von b' erste Zeile streichen, weiter mit 1.

Al . bl
6. R=[0 4 .. |Q"b=|p
0o o0 - :

7. Berechne x mit ||Rx—Q"b||
8. Residuum = Approximationsfehler ist die Norm dessen, was bei Qb iiberfliissig ist, da in
den entsprechenden Zeilen in R nur Nullen stehen

4

3"

Givens: Aufwand: O(

Normalengleichungen:
Ax=bh mit A=A"A und h=A"b
Achtung: K,(A)=K,(A)* die Kondition quadriert sich

AWP:

maximales Existenzintervall: DcRXIR"offen, f: D —IR" stetig und erfiillt lokale Lipschitzbed.
DGL n-ter Ordnung in DGL 1. Ordnung:

z,(x
y(x) y'(x) 23(x)

2(x)=| Y 2= S mit  z(0)=[(0),»'(0),....y" (0)]
Y yif |
y'(x)=



Trennung der Variablen:
DGL der Form y'(x)=f(x)-g(y)

dy(x)_ dx _
T—f(X)-gU)@fm—fg(y)dy

1
2. Aufdie Formy = ... bringen

3. Anfangsbedingung einsetzen und c berechnen
4. Existenzintervall angeben

Mit Substitution:
z.B. Z=(l) :
X

1. DGL umformen, bis alle Variablen durch z ersetzt werden konnen. AW neu berechnen!

1
2. Z '=;(f(Z)—Z) . Damit 1.-3. von oben berechnen.

3. Zuriicksubstituieren und dann auf y=... bringen. Danach 4. von oben

DGL-Systeme:
1. EW von A berechnen
2. EV von A berechnen. Bei k-fachen EW v, bis v, so ausrechnen:
(A=AT)v,, =v,  mit j=12,.. k
3. Fundamentalsystem:
einfache EW: y (¢)=v,-e"’,...,y,(t)=v e

At

k-fache EW:
2
yi+1(t):Vi+1'e)\‘Ht;yi+2(t):(vi+2+t'vi+1)'e)\”ZtJyi+3(t):(vi+3+t'Vi+2+§'Vi+1)'eAMt:---
4. Wronski-Matrix: W (¢)=| y,(z) y,(¢) - »,(1)

5. Homogene Losung: YV (t)=W(t)-cmitW(t,)-c=y,
t

6. Partikulidre Losung: yp(t)=W(t)~c(t)mitW(t)-c’(t)=F(t)—>c’(t),c(t)=fc’(u)du
0

7. Gesamtlosung: Y ()=y,+y,

Niherungsverfahren:

implizite Verfahren: Um y,.; zu berechnen wird y,; benétigt, in jedem Schritt ein GLS 16sen
gegeben: y'= ..., y(0)=...,h= .
expliziter Euler: V., =Y, th-f (X, Vi) Konvergenzordnung 1

impliziter Euler: Y, ,=V,+h f (Xps1s Visr) Konvergenzordnung 1

Vi =V th K,
K1:f(xk’ J’k)

1 1
Kzzf(xk+5h’yk+5h'l(1)

verbesserter Euler: Konvergenzordnung 2



h
yk+1:yk+g'(K1 +2'K2+2'K3+K4)

K1:f(xk:yk)
1 1
Kzzf(xk+§h’yk+§h'l<1)

1 1
Kazf(xk+§h’yk+§h'l(2)

Runge-Kutta: Konvergenzordnung 4

K,=f(x,+h,y,+hK,)



Sonstiges:

. loga
log,(u-v)=log, (u)+log,(v)mitu,v,heR", b#1 @: ®b‘=a log,a=ceb'=a
log, c .
log,(c")=n-log,c log,c= 8o logb( )=log, (u)—log,(v)mitu,v,bER",b#1
log,a
1 a, a 1 a, —a
log,c _ log,c= In(0)=1 det(A)=det({ ' ?|)=——| ™ 2
b ¢ & log. b (0) A as a, det(A) \-a; a,
1 X
f—dx=1n|x|+c fa =24 dx=tanx+c
X In cos’ X
u(x . u'(x u(x)xv'
ot o eyt )l )
v(x) v(x)?
S (x)=g(h(x)),dannist f'(x)=g"'(h(x))-h'(x)
f(z) F(z) f(z) F(z)
0 C 1 -
EkeR) kr+C T2 arcsin r
1 =
x 5352 Pl L arccos r
1— 12
2x 72 1
2 113 211 arctanr
; 33 L Y EE——
- v (22 +1)? 3 P oeRs
qx?" (g #0) sinh» cosh x
% wenn g # —1 coshx sinh x
! 11'1|J:| wenn g = —1 tanh r Incoshr
£ T coth In sinh x
e e 1 -
pa 2! o ————=1—tanh®z |tanh
e E coshl‘ &
a*lna (a>0,a#1) |a° — > =1-—cath’r |cothz
s sinh™ x
a” T arsinh zarsinhz — V22 + 1
na - 0
iafa] ] ]+ 1) |z|* entspricht ozlnlz| arcosh r r arcosh r — \1/1‘- =1
e n|x
x 7& 0) artanh r r artanh r + 3 In (1 - 3:2)
-2
= = 1
z° Ig arcoth r r arcoth r + 3 In (3:2 - 1)
-1 1
) z . inl
- Z arsinh r
= In|z| 1
I s ] :
Inr zlhz—r vri—1 SrEOste
- 2 log, L el <1 tanl
zlna =4 gl " 1% artanh x
log, x —(zlnr —z) L |r| >1 rcoth x
lna ! 1—22° =
sin x —cosr iy r —sin(z) cos(z)
Cosr sinx sin” r 5
tanr —Incosxr -
cotr Insinx i r +sin(z) cos(xr)
1 : 2
——— 14 tan"z tanr > ﬁ i
-1 2 ) . 2 thr
—5— = —(1+cot” x)|cot
sin® x ] . VT 2. b
—ar-+br+c Mo = - TR
arcsin r z arcsinz + V1 — a2 e 2/a e’ Bif (\/& * Qﬁ)
arccos r rarccos r— v 1 — x2 u'(x)
1 5 lnu(xr)
arctan r rarctanr — > In (1 + r‘) u(r)




Eine Matrix A ist orthogonal, wenn gilt: A" A=AA"=To A=A""
Eine Matrix A ist reguldr, wenn gilt: det(A)#0

0-11 1y . 1, 1y
6 4 3 2
sinus 1 1 1 1 1
—.\0 =1 =2 —.3 .4
2 \/— 2 f 2 f 2 f 2 (
cosinus 172 173 1 1a 1.0
2 2 2 2
155 osinus sinus
_____________________ 2 o L..2m Smi2
0s
20 nfz\n>Z3w2 o swz\
0.5
______ w2 o T
1,51
sinus und cosinus
4 i i 107 i i i i i i
- tanbo 1
8_
3 =
¥
4_
¥ 421
niz atani) =
N 2 i Iha
2_ ]
arceot(x)
4 2 0 2 4 catix)
% £
3
: | — ! : : | | !

arctan und arccot tan und cot



25

05

arccos(x)

n/l

aresin(x) ¥

05

05

05

-m/2

arcsin und arccos

4
]

172

-4 2

Vx — Funktion

e-Funktion. Die In-Funktion ist die Spiegelung an der Hauptdiagonalen

e =2.71828183
IT=3.14159265

e”=cos(z)+i-sin(z)

arctan (b)=a<tan (a)

b

cos’(x)+sin’(x)=1




